NUmeros complejos

Introduccioén

Los numeros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de polémicas y con-
troversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente evidencia de su utilidad, acabaron
por ser comunmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas recientes. Nada hay
de extrafio en ello si pensamos que los niUmeros negativos no fueron plenamente aceptados hasta finales
del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de Cardano (1501-1576)
y Bombelli (1526-1672) relacionados con el calculo de las raices de la cubica o ecuacion de tercer
grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmdaderdas ecuaciones algebraicas sélo tienen
solucién en nuestra imaginaciory’ acufié el calificativdimaginarias” para referirse a ellas. Desde el

siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nimeros complejos o imaginarios son usados con recelo,
con desconfianza. Con frecuencia, cuando la solucién es un problema resulta ser un nimero complejo
se interpreta esto como que el problema no tiene solucion. Para Legniizmero imaginario es un

recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el sery el na ser”

Las razones de todo esto son claras. Asi como los niumeros reales responden al problema bien cotidiano
de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los numeros complejos. Mientras los mate-
maticos necesitaron interpretar en términos fisicos sus objetos de estudio, no se avanzé mucho en la

comprension de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con numeros complejos se debidé a que ellos no se preocuparon
de la“naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;qué es un niamero complejo?”, sino que se
dijeron“a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ell&sS Gauss quien definitivamente concede

a los numeros complejos un lugar privilegiado dentro de las matematicas al probar en 1799 el conocido
como Teorema Fundamental del Algebraque afirma que toda ecuacion polinémica de gradmn
coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como sn @bes, queéambién son
nameros complejounque la demostracion de este teorema la veras mas adelante en cursos superiores
ya puedes entender lo que significa. Fijate en cada una de las ecuaciones:

Xx+3=0, 2x4+3=0, x2—-2=0, x?4+2x+2=0

Cuyas soluciones
Xx=-3, x=3/2, x=4V2, x=1+i

tienen sentido cuande es es, respectivamente, un nimero entero, racional, real o complejo. Podria
ocurrir que este proceso de ampliacion del campo numérico continuara. ¢ Qué ocurrira si ahora conside-
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ramos ecuaciones polinémicas con coeficientes complejos? Por ejemplo:
X+ (1-iX* 4 (1/5-iV2)x* —8x+3—i/V/3=0

¢, Como serdn sus soluciones? ¢ Apareceran también nuevos tipos de numeros? El Teorema Fundamental
del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene solucionetqigénson nimeros complejos y, por tanto,
gue no apareceran ya por este procedimiento nuevos tipos de nimeros.

El término, hoy usado d@mumeros complejos’se debe a Gauss, quien también hizo popular la létra “

qgue Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. En 1806 Argand interpreta los nUmeros complejos
como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento de la teoria de funciones
de variable compleja, pues se publica en dicho afio la Memoria sobre la Integracién Compleja que Cauchy
habia escrito ya en 1814.

Recordemos, finalmente, la afirmacién de Hadarfardamino mas corto entre dos verdades del campo
real pasa con frecuencia por el campo complejo”

Definicion. Consideremos en el conjunik¥ las operaciones de adicion y producto definidas por
(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)
Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones asi
definidas. El elemento neutro de la sumd@¥) y (1,0) es la unidad del producto. Ademés,a, —b)
es el opuesto d&a,b), y todo(a,b) # (0,0) tiene inverso
@) (e sz pp2) — (10

a2+b?’ a2+ b?

Todas estas propiedades se resumen diciend¢Rise-,-) (Iéase “el conjuntd®? con las operaciones
de adicién y producto”) es uruerpa Dicho cuerpo se representa simbdélicamente(pgisus elementos
se llamamumeros complejos

Comentarios a la definicién

A los elementos d&? se les llama unas vec@sres ordenados de nimeros realegasvectoreso

puntosy tambiénnimeros complejos.a razon de esto es que BA conviven varias estructuras cada una

con su terminologia propia. Por eso a los elementd&%dse les llamavectoressi se esta considerando

la estructura de espacio vectoriplintossi fijamos la atencion en la estructura topoldgica o gfares
ordenadosuando estamos pensandoRhcomo conjunto sin ninguna estructura particulanyneros
complejossuando se considera la estructura de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos se usan
a veces en un mismo parrafo lo que puede resultar confuso. La regla que debes tener siempre presente es
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gue todaconcepto matematicdiene sentido propio dentro de una determinestauctura matematica
Por ello, a un elemento d&” se le llama nimero complejo cuando se va a usar el producto antes definido
que es lo que en realidad distingue a los nimeros complejos de los vectires de

El simbolo usuala,b) para representar pares ordenados no es conveniente para representar el niume-
ro complejo(a, b). Para convencerte calculd, —1)%. Representaremos los nimeros complejos con un
simbolismo mas apropiado en el que va a intervenir el producto complejo. Para ello, observa que:

(a,0)+ (b,0) = (a+b,0)
(a,0)(b,0) = (ab,0)

esto indica que los numeros complejos de la fofm@) se comportan respecto a la sumay la multipli-
cacion de numeros complejos exactamente de la misma forma que lo hacen los niimeros reales respecto
a la suma y multiplicacion propias. En términos, méas técniRos {0} es un subcuerpo dé isomorfo

aR. Por esta razon, en las operaciones con niumeros complejos podemos sustituir los complejos del tipo
(a,0) por el nmero reah. Es decir, hacemos la identificacifm 0) = a.

Fijate que con dicha identificacion el produet@,d) tiene dos posibles interpretaciones: producto del
escalar real por el vector(c,d) (estructura vectorial d&2) y producto del complejqa,0) por el
complejo(c,d). Pero ambos coinciden y son igualesa ad).

El nimero complejd0, 1) lo representaremos porCon ello tenemos que
i2=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1
Ahora podemos escribir
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a+ bi

Se dice qua es laparte real y b es laparte imaginaria del nimero compleja+ib. El producto ahora
es muy facil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac+i%bd+i(ad+ bc) = ac— bd+i(ad+ be)

Es costumbre representar los nimeros complejos con las feyrasy reservar las letrag, y, u, v para
representar numeros reales. Una expresion de la faema+ iy se interpreta como quees el nUmero
complejo cuya parte real esy cuya parte imaginaria s Se escribere(z) e Im(z) para representar

las partes real e imaginaria deNaturalmente, dos nimeros complejos son iguales cuando tienen igual
parte real e igual parte imaginaria.
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Comentario

Acabamos de ver qu& = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni mas,i gue/—1.
Fijate lo que ocurre si ponemos= /—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos
acostumbrados:

i2=—1=ii=v-1V/-1=/(-1)(-1)=V1=1
Luegol = —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aqui hemos acabado. Pasate a Derecho.

Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fijate que en la expresidn

puedes interpretar quel es el nimero real-1 (porque, como sabes, los nimeros reales negativos no
tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que interprdt@omo el nimero compleje 1 (espero que

ya tengas clara la diferencia). Resulta asi que estamos usando raices de niUmeros cmpédjesdas

definido y dando por supuesto que dichas raices verifican las mismas propiedades que las de los nimeros
reales positivos

Antesde escribin/—1 hay que definir qué significgz paraze C. Cuando lo hagamos veremos jsorpresa!
quelaigualdad/z,/w = ,/zw, vélida cuanda,we R ", no es cierta en general cuandov e C.

Todavia mas disparatado @sfiniri = /—1 sin ni siquiera haber definido antes los nimeros complejos.

Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define (porque si, sin mas explicaciones)
i =+/—1y a continuacion se dice que los nimeros de la foamab son los nimeros complejos. No es

de extrafiar que luego resulte que —1.

No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho (como te convenceras cuando estudies la teoria de funciones de
variable compleja) pero también perdemos algo. Te recuerd®dieme dos estructuras: la algebraica

y la de orden. Ambas estructuras estdn armoniosamente relacionadas. Pues fiierg bay nada
parecido. Podemos definir relaciones de ordefepero no hay ninguna de ellas que sea compatible
con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos<ge® una relacion de orden €hcompatible

con su estructura algebraica, coimg 0 habria de sed < i = —1 (esto todavia no es contradictorio
porque pudiera ocurrir que la relaciéhno respetara el orden d. Pero tambié® < 12 = 1, luego
0<1+(—1) =0y eso si que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma que la suma y el
producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se defifienemyin orden. Asi que ya sabes:
imucho cuidado con no escribir desigualdades entre niumeros complejos! Naturalmente, puedes escribir
desigualdades entre las partes reales o imaginarias de nimeros complejos, porque tanto la parte real
como la parte imaginaria de un nimero complejo son nimeros reales.
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Representacion gréafica. Complejo conjugado y médulo de un nimero complejo

Es usual interpretar el nimero compl&j iy como el vector del planfx,y) y, en ese sentido, se habla
del plano complejoEl eje horizontal recibe el nombre dg real y el eje vertical recibe el nombre de
eje imaginario

Siz=x+iy es un numero complejo (corey reales), entonces ebnjugadodez se define como:
Z=X—ly
y el mdédulo o valor absolutodez, se define como:
2= Vet Y

Observa que/x2+y?2 esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del nimero real no negativo
2 \2
XS+ Y-

Geométricamentees sencillamente la reflexion deespecto al eje real, mientras gaees la distancia
euclidea del punt¢x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del ve¢toy) (ver figura 1).
La distanciaentre dos numeros complejpg w se define com¢z— w]|.

br---#z=a-+ b

Yz—0a-—bi

Figura 1: Representacion de un numero complejo

La representacion grafica de la suma es conocida. Dos nimeros conmpiejps-ib y w= c+id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 2}tes.

Se comprueba faciimente quezsy w son nimeros complejos se verifica que z, Z+W=Z+W y

ZW= 2W.

También son de comprobacion inmediata las desigualdades

max{|Rez],|Imz} < |z < |Rez +|ImZ

La igualdad|z\2 = 7z que se deduce directamente de la definicion de médulo de un nimero complejo,
permite utilizar el producto complejo para trabajar con modulos y es de gran utilidad. La usaremos para
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Figura 2: Suma de nimeros complejos

probar que para todaswe C es
a) [zwW =[Zw| y b) [z+w| <[Z+]|w|
a) Basta observar quew y |z||w| son numeros positivos cuyos cuadrados coinciden, pues

|zZW? = zZwWzW= zwaW = ZZwWW = |z]|w|? = (|Z]|w])?

b) Es suficiente probar que+w|? < (|z] + |w])2. En efecto:
12+ W2 = (24 W) (Z+ W) = (24 W)(Z+ W) = Z-+WW+ ZW+ ZW=
= |2+ [w|® + 2Re(ZW) < |2” + |W|* + 2|Re(2W)| <
2 2 — 2 2 — 2 2 —
<127+ W" +2[2W] = |27+ [w|" + 2|7 W] = |7+ |w|" 4 2|Z]|W] =
2

= (|2 +w)
Deducimos también que se verifica la igualdzad w| = |z + |w| si, y sOlo si,Rezw = |zw|, esto es, si
ZweRE, o lo que es lo mismaw = p dondep e R{. Esta igualdad, puede escribirse de forma equivalente
multiplicando pow comoz|w|2 = pw, esto esz = Aw para algim € R lo que quiere decir quey w
estan en una misma semirrecta a partir del origen.

Forma polar de un nimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los calculos con productos de nimeros com-
plejos. Para cualquier nimero compleje x+ iy # 0 podemos escribir

X .y
2=12(55 +ir)
217
X . . , -~
Como(a, |)z/|) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

Xy
—, =) = (cosd, send
(|Z‘ ‘Z,) ( )
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para algun nimerd € R. Resulta asi que
z=z|(cosY +isend)

Esta forma de expresar un numero complejo recibe el nomiogrda polar, cuya interpretacion gréfica
vemos en la figura 3.

2]

angulo de ¥ radianes

Figura 3: Forma polar de un nidmero complejo

Dadoze C, z# 0, hay infinitos nimerose R que verifican la igualdad= |z|(cost, sert) cualquiera de
ellos recibe el nombre dergumentodez El conjunto de todos los argumentos de un nimero complejo
no nulo se representa parg(z).

Arg(z) = {teR:z=|z|(cost +isen)}
Observa que

cogt) = cogs)
s, teArg(z) <— <= s=t+ 2km para algunkeZ
sin(t) = sin(s)

Por tanto, conocido un argumeritee Arg(z) cualquier otro es de la fornta+ 2kt para algurke Z, es
decir,Arg(z) =to + 21Z.

De entre todos los argumentos de un nimero com@ejdd hay uno Unico que se encuentra en el
intervalo] — 11, 77, se representa parg(z) y viene dado por

Imz
argz) =2arctg———— sSiz¢ R~
92) Rez+ |z 2¢
argz)=m size R™
A dicho argumento se le llansgumento principal dez

La comprobacion de las anteriores afirmaciones es facil. Com@® < arctgt < 1/2, se sigue que
—Ti< argz) <msiz¢ R™. Luego,—Ti< arg(z) < 1. Siz=t<€R™~ es evidente que= [t|(cosm+isernm).
Y paraz¢ R~ se tiene:

_1-tg?(arg2)/2) (|7 +Rez)?—(Imz)? 2Rez(|Z+Rez) Rez
cosa9?) = T S r(arg2)/2) ~ (7 +Re)?+ (m22 ~ 27(2d+Rez) |7
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_ 2tglarg2)/2)  2Imz(|zZl+Rez)  2Imz(|zZl+Rez) Imz
senard?) = I i g2(argz)/2)  (Z+Rez?+(mz? ~ 22(Zd+Red) |2
Donde se ha utilizado qug® = (Rez)2 + (Imz)2.

No es dificil comprobar que el argumento principalzde X+ iy # 0 viene también dado por:
arctgy/x) —m siy<0,x<0

—1/2 siy<0,x=0

arg’z) = q arctgy/x) six>0

/2 siy>0,x=0

arctgy/x)+T1 siy>0,x<0

Esta ultima forma es quizds mas comoda para los calculos.
Observacion

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumento principal de un nimero complejo. La
eleccién que hemos hecho supone que medimos angulos en el semiplano supérrdeen el
semiplano inferior d® a —Tt

Fijate que si tomas un numero complejo que esté situado en el tercer cuaefrantey conx < 0,y <0

y supones qug es proximo a0, su argumento principal esta préximo-dat y si tomas un nldmero
complejo que esté situado en el segundo cuadrante X+ iv conx < 0,v > 0, y supones qu& es

préximo a0, su argumento principal esta proximataAdemas, la distancigv—z| = |[v—y| =v—yes

tan pequefia como quieras. Esto nos dice que el argumento principal tiene una discontinuidad en el eje
real negativo: salta detmacuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia diras. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si queremos elegir ar-
gumentos en un intervalo de longit@d, digamosa,a + 21 entonces dichos argumentos saltarade

a o + 2m cuando atravesamos la semirreftay) = p(cosa,sem), (p > 0). En particular, si tomamos
argumentos en el interval, 21 (cosa que, a primera vista, parece lo razonable) nos encontramos con
gue entonces se produce una discontinuidad de dichos argumergbsjemeal positivoBien, sucede

quela extension aC de algunas funciones definidasBn (el logaritmo, las raices) hace intervenir el
argumento principal. Naturalmente, queremos que dichas extensiones sigan siendo confitiugs en

ello justifica que tengamos que tomar argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho: porque
preferimos introducir una discontinuidad Bn a perder la continuidad eR™.

Veamos como la forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros complejos. Consideremos
dos nameros complejos no nulos

z=|z|(cosd +isend)
W = |w|(cosp +isenp)
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Entonces
zw= |Z||w|(cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw[(cosd cosp — send senp) +i(send cosp + cosd senp)| =
= |zw{(cogd +¢) +isend +¢))
Es decirpara multiplicar dos nUmeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus argumentos.
Por ejemplo, para calculét +i)* como|1+i| = v2y arg[1+i) = 11/4, se sigue quél +i)* = —4.

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geométricamente un giro (pues se suman los ar-
gumentos de los nimeros que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el producto de los
mdédulos de ambos nlimeros).

Formula de De Moivre

Acabamos de ver quesiw son complejos no nulo8,cArg(z), ¢ €Arg(w), entonce$ + ¢ € Arg(z+w).
Es ahora facil demostrar mediante induccion la siguiente formula, muy Gtil, conocida como férmula de
De Moivre

2" = |Z"(cosnd +isem?d)

donded es un argumento dey ne Z.

Raices de un nimero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacidn= zdonden es un nimero naturat,> 2, y z# 0 es un nimero
complejo conocido. Escribamesen forma polar:

W = |w|(cosp +isenp)
Ahora, usando la formula de De Moivre, podemos escribir la ecuaélénz en la forma equivalente:
W' = |w|"(cosnd +isemd) = |z/(cosd +isend)

Esta igualdad se da cuanpig” = || y ng = 8 + 2kt dondek € Z. Deducimos quéw| = /|Z (ojo: se
trata de la rain—ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora bien, para cualquier rigmero
que cumplapy = (9 + 2kr) /n tenemos un nimero complejo

Wik = v/ |Z|(cosk +isendy)

tal que(w)" = z. Como una ecuacion polinémica de gradoo puede tener més desoluciones, se
sigue que distintos valores #a&leben dar lugar al mismo nimens. Veamos:

Wk =Wg & Ok — g =2mne k—g=nms k=q  (modn)
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Deducimos que para=0,1,2,...,n— 1 obtenemosv distintos y cualquier otrev; es igual a uno de
ellos. Por tanto hay raices n—ésimas distintas zle

Si representamos todas las raices n—ésimaoteenemos puntos sobre una circunferencia de centro

(0,0) y radio\”ﬁ gue forman un poligono regular ddados.

Como para cualquiercomplejo existen n raices n—esimas vamos a designar con el sigibaltaraiz
n-ésima principal, que esta definida por

Vz=|7Y" (cosa % L ise n%gz>

Observa que en el caso particular de g@eea un nimero real positivo, entonces la raiz principa de
(considerado como nimero complejo) coincide con la raizdensiderado como nimero real positivo).

En general no es cierto que dados dos nimeros compgjag entonces el producto de las raices n-
ésimasprincipalesde zy dew sea igual a la raiz n-ésinmincipal de zw. Lo que si es cierto es que el
producto de dos raices n-ésimas cualesquiereyaiw es una raiz n-ésima aev. Por tanto,/zy/w, es
unaraiz n-ésima dewpero no tiene por qué ser la principal.

Por ejemplo, para=2,z=w= —1, comoarg—1) = 1, tenemos que¢/—1 = cog1/2) +iser(1y/2) =
En este caso

V-1y=1=ii=-1#£/(-1)(-1)=V1=1

La igualdady/zy/w = y/zw equivale a que para algun entdrse verifique que

ar?](z) n argi(lw) _ argE\zw) P
es decirarg(z) + arglw) = arg(zw) + 2knrt. Como—2m < arg(z) + arg(w) < 21y n > 2 tiene que ser
k = 0 (pues, en otro cas¢2knr > 4m). Luego, debe ocurrir quarg(z) + arglw) = arg(z+w) lo que
equivale a que-Tt< arg(z) +arg(w) < Tt

Por ejemplo, si los nUmerasy w estan en el semiplano de la derecha, es dBez,> 0, Rew > 0,
entonces-T/2 < arg(z) < /2y —T1/2 < argw) < T1/2; por tantoarg(z) + arg(w) = arg(z+ w) por lo

que, en este casQ,zy/w = /zw.

Sucesiones de numeros complejos

Una sucesion de numeros complejos es una aplicacion del conjunto de los nimeros natGrazsen
de costumbre, representaremos {&y} la sucesion dada por— z, dondez, € C.

La definicion de sucesion convergente es exactamente la misma que para sucesiones reales: la sucesion
de nimeros complejd,} converge a un nimero complegjsi para tode > 0 existe un nimero natural
no tal que para toda > ng se verifica quéz, — z| < €.
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Esta condicion significa geométricamente que cualquier circulo deg#adipado alrededor deconten-
dré& todos los términos de la sucesion de uno en adelante.

Teorema

La sucesion de numeros complejas} converge &< C si, y solo si

limRez,=Rez vy rlim Imz,=1Imz

n—oo

esto es, la sucesidiRe,} converge &Reze {Imz,} converge dmz
Demostracion

Es consecuencia directa de las desigualdades

max{|Rez, — Rez,|Imz, —Imz} < |z, — 7] < |Rezy — Rez + |Imz, — ImZ

Gracias a este teorema el estudio de sucesiones de niumeros complejos se reduce a estudiar la convergen-
cia de dos sucesiones de numeros reales.

Funcion exponencial compleja

Una de las formas de definir la exponencial de un numeroxrealmediante el limite
. X\ N
€ = lim (1+ 7)
n—oo n
Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un nimero complejo seria calcular el anterior
limite paraze C. Llamemosz = x + iy. Consideraremos que+# 0, puesto que sy = 0 tendriamos que
z=x seria un nimero real. Pongamas= 1+z/ny

y/n
1+x/n

¢, = arctg

Sean, tal que paran > n, se verifique qu&ke(w,) > 0. Entonces, para > n, resulta quep, = argwy).
Por otra parte, el médulo de, viene dado por

z2 X\2 yP
wnl =1+ 1= (140) 4

Tenemos ahora, gracias a la férmula de De Moivre que
. z\n x\2 21" .
Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es

2
n/  n? 2\ n T
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Ademaés, la sucesiofh,} es asintéticamente equivalente a la Suce{'%}' Por tanto

lim{ndn} = Iim{nli/;/n} —y

En consecuencia, tenemos que

lim (1+ %)n = r|]'er010(\/\/”)” = lim \wn|"(cognd,,) +isen(nd,)) = & (cosy+isery)

n—oo

Definimas, por tanto, la exponencial compleja como

expz= lim <1+ %)n = e"%(cos(Imz) +isen(Imz))

n—oo

En particular, obtenemos la llamafifamula de Euler
é' =cost+isert  (paratodd € R)

gue establece una relacion entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. Haciendo
tenemos la singular igualdad
€i11=0

en la que intervienen los nimeros mas importantes de las matematicas.

De la formula de Euler se deducen facilmente las llamadaaciones de Euler

gt et gt _ it
cot = —— set= ——
2 2i

Se prueba facilmente que™ = e#€" para todog,we C. Se deduce que para tode C y todokeZ es
& — g7tk

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una furmédiddica con period®rmi. Naturalmente,
esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una funcién inyectiva.

Logaritmos complejos

El comportamiento periédico de la exponencial compleja se va a traducir en que, como vamos a ver
enseguida, la ecuaci@¥ = z, dondez es un nimero complejo no cero,va a tener infinitas soluciones
we C. Como

2

e = ' (cos(Imw) + i senImw))

Para queeV = ztiene que ser:

1. || = |z, esto esgR®™ = |z, por tantoRew = log|z| (logaritmo del nimero real positivia)).
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2. Arg(e") =Arg(z), esto esimweArgzy esto se cumple si, y sélo Bhw = arg(w) + 2krt, con
keZ.

Hemos probado que
{weC:e" =1z} ={log|z| +i(aryz) + 2km), ke Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejogue satisfacen la ecuaciéf = z. Cualquiera de ellos
se llamaun logaritmo de z. De entre todos ellos elegimos uno, llamaddgaritmo principal definido
por

logz=log|z| +iarg(z) para todaz € C*

Lo mismo que ocurria con las raices principales de nimeros complejos, la igualdad
logzw=logz+ logw

es cierta si, y solo sarg(zw) = arg(z) + argw).

Potencias complejas

Dadosz,w € C conz # 0 se define
2" = exp(xlogz)

y dicho numero se llamaalor principal de la potencia de exponentey basez complejos.
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